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Gruppeniibung 12

Diffeomorphismen

Seien U,V C R". Eine Funktion f : U — V heil}t globaler Diffeomorphismus wenn
e f eine inverse Funktion f~!: V — U hat und
e sowohl f als auch f~! unendlich oft differenzierbar sind.

Um zu iiberpriifen ob eine Abbildung ein globaler Diffeomorphismus ist, ist folgende Charakterisie-
rung hilfreich [1]:
f:R" — R"ist genau dann ein Diffeomorphismus wenn

e f unendlich oft differenzierbar ist,
e die Jacobimatrix von f an allen Stellen x € R” invertierbar ist und
o limyy ool f(x)[| = co.

Aufgabe 1 Sei ¢ : R? — R? definiert durch

o(x1.x2) i ((1 +x§x§)arctan(x1)> |

X2

Bestimmen Sie die Jacobimatrix der Abbildung. Handelt es sich um einen globalen Diffeomor-
phismus?
Losung:

Die Jacobimatrix g—ﬁ ist gegeben durch

2,2
a9 1:1';2‘2 +2x1x3arctan(xy)  2x3x; arctan(x)
ox 1 0 1 ’
2,2
D.h. die Determinante der Jacobimatrix ist gegeben durch 1:1‘;2‘2 + 2x1x3arctan(x; ). Beide Sum-
1

manden des Ausdrucks sind nicht-negativ, aulerdem ist der erste Summand strikt positiv fiir alle
x1,Xx2 € R". Damit ist die Determinante immer groBer als Null und die Jacobimatrix immer in-
vertierbar. Es handelt sich also um einen lokalen Diffeomorphismus. Es handelt sich allerdings
um keinen globalen Diffeomorphismus weil ¢ : R? — R? nicht invertierbar ist. Um das zu sehen
stellen wir eine kurze Uberlegung an. Um invertierbar zu sein muss ¢ surjektiv sein, es muss also
fiir alle (u,v) € R? ein (x,y) € R? geben so dass (u,v) = ¢(x,y). Sei nun v =0 und u € R, dann
suchen wir ein (x,y) mit («,0) = ¢(x,y), genauer

(;) _ ((1 +x2y22) arctan(x)) |

d.h. es muss sicher y = 0 gelten. Dann folgt aber u = arctan(x). Weil arctan(R) = (-7, 7) gilt,

finden wir fiir u € R\ (=7, ) aber kein x mit u = arctan(x) und damit ist ¢ nicht surjektiv, also



nicht invertierbar und damit sicher auch kein globaler Diffeomorphismus.
Im vorliegenden Fall sieht man auch dass die Bedingung limj_..[|¢ (x)| = o nicht erfiillt ist,
denn fiir eine beliebige Folge (x,,y,) mit y, =0 und x, — o fiir n — oo gilt

19 (xn, ) || = |arctan(x, )| <

SRS

und damit lim,, ||x|| = oo aber Vn : || (x,,y,)|| < 7.

Aufgabe 2 Sei ¢ : R? — R?\ {0} definiert durch

0(x1,x2) = <6Xp(x1)cos(x2))

exp(xy) sin(xy).

Bestimmen Sie die Jacobimatrix und deren Inverse. Handelt es sich um einen globalen Diffeo-
morphismus?
Losung:

Die Jacobimatrix %—ﬁ ist gegeben durch

¢ _ <exp(x1)cos(X2) —exp(x1)Sin(x2)>

ox exp(x1)sin(x2)  exp(xy)cos(xz)
die Inverse durch
(97(]5_1 _ ( exp(—xp)cos(xy) exp(—xl)sin(x2)>
dx  \—exp(—xp)sin(xy) exp(—xi)cos(xy)/’
Damit handelt es sich also um einen lokalen Diffeomorphismus. Sei nun u,v # 0 so dass
u=-exp(x;)cos(xz) v=exp(x;)sin(xy).
Es ist immer moglich x; und x, so zu wihlen dass diese Gleichungen erfiillt sind, denn

1%
— =tanxp
u

hat sicher eine Losung x, woraus sich x; ergibt. D.h. ¢ is surjektiv, es gibt also fiir jeden Punkt (u,v) €
R?\ {0} Punkte (x1,x;) € R? so dass ¢(x1,x2) = (u,v) gilt. Allerdings gilt wegen der 27-
Periodizitit der trigonometrischen Funktionen

u = exp(x;) cos(xp +2km)

v =exp(x;) sin(x; + 2k7).

D.h. ¢ ist nicht injektiv und damit sicher nicht invertierbar.

Aufgabe 3 Sei ¢ : R.o xR — R2 definiert durch

_ (rcos(0)
9(r6):= <rsin(6).>
Bestimmen Sie die Jacobimatrix der Abbildung. Begriinden Sie, warum es sich um keinen globa-
len Diffeomorphismus handelt. Was muss man @ndern um einen globalen Diffeomorphismus zu

erhalten?
Losung:



Die Jacobimatrix ?Tq: von ¢ ist gegeben durch

(9(7):(005(0) —rsin(6)>
dx sin(6) rcos(6) )

Damit ist det(g—ﬁ) = r. Gemiss Annahme ist r > 0 also ist die Jacobimatrix immer invertierbar
und somit liegt ein lokaler Diffeomorphismus vor. Die Abbildung ist aber sicher nicht invertierbar,
denn fiir alle k € Z gilt

rcos(0) =rcos(0 +2km)  rsin(0) = rsin(6 + 2kmw).

Um aus der Abbildung einen globalen Diffeomorphismus zu machen muss man den Definiti-
onsbereich und den Bildbereich geeignet einschrinken. Aufgrund der trigonometrischen Funk-
tionen schrinken wir den Definitionsbereich ein auf R- x [0,27), als Bildbereich ergibt sich
dann ¢ (B0, [0,27)) = B2\ {(0,0)}.

Aufgabe 4 Sei ¢ : R” — R” ein globaler Diffeomorphismus und
x=f(x)

eine Differentialgleichung mit differenzierbarem Vektorfeld f. Wir definieren neue Koordinaten
durch z = ¢ (x). Wie lautet die Differentialgleichung in z-Koordinaten?
Losung:

Mit Hilfe der Kettenregel ergibt sich
,_ 99

©T ox

._ 99

= 27
. ox

f(07'(2).
07 (2)

Aufgabe 5 Sei ¢ : R” — R” ein globaler Diffeomorphismus. Zeigen Sie, dass

| |,
Mg 02 I
Losung:
Es gilt
DD (z)) =z
Mit der Kettenregel erhélt man
20(0°'())| _ 90 99!
0z . Ox v=9-1(2) 0z z'
AuBerdem gilt
dz
— =1
dz

Damit erhélt man das gewliinschte Ergebnis durch Differenzieren der Gleichung

00" (2) =z

nach z.



Aufgabe 6 Betrachten Sie das System
X1 = —x1 +exp(x)u
Xp=X1Xp+u
X3 =Xx2
Yy =x3.
Bestimmen Sie den relativen Grad, transformieren Sie das System in eingangsnormalisierte Byrnes-

Isidori-Normalform.
Losung:

Im vorliegenden Fall gilt

exp(x2)
Leh(x)=(0 0 1) 1 =0
0
th(x):(O 0 1) X1X2 =X
X2
exp(x2)
LyL¢h(x)=(0 1 0) 1 =1,

d.h. wir haben einen wohldefinierten relativen Grad r = 2. Fiir die Transformation ¢ : R? — R3

gilt
21 =¢1(x) = h(x) =x3
22 = P(x) =Lrh(x) =x2
73 = ¢3(x)
Es gilt
_9¢35. 99 9P
e
_ 993, 993 993
= Txl( x1 +exp(x)u) + sz(xlxz +u)+ 87x3x2'

Wir suchen ¢3 so, dass der Eingang u nicht explizit in der rechten Seite von Z3 steht, das heifit wir
suchen ¢ so, dass

993 93
Txl eXp(x2) + sz
Man priift durch elementare Rechnungen nach, dass ¢3(x) = 1+ x; —exp(x,) diese Bedingung
erfiillt. Somit ist ¢ festgelegt. Dabei wurde @3 bewusst so gewihlt, dass ¢ (0) = 0 gilt, sodass sich

fiir z = 0 ebenso wie fiir x = 0 eine Ruhelage ergibt. Die Jacobimatrix von ¢ ist gegeben durch

=0.

0 0 1
34’ =10 1 0
o I —exp(xz) O

da die Jacobimatrix immer nichtsingulir ist, liegt ein lokaler Diffeomorphismus vor. ¢~ ist ge-
geben durch
x1 = —1+z3+exp(z2)

X2 =22

X3 =1Z11.



Da sowohl ¢ als auch ¢! glatt sind, handelt es sich um einen globalen Diffeomorphismus. In z-
Koordinaten lauten die Systemgleichungen

21=22
= (—1+z3+exp(z2))z2 +u
= (1 —z3 —exp(z2))(1 +2z2exp(z2)).

Aufgabe 7 Gegeben sei das System

X1 = exp(x2)u

Xy = X1 +x§ +exp(x)u

X3 =X] —X2

y = Xx3.

Bestimmen Sie eine Transformation in Byrnes-Isidori-Normalform, priifen Sie ob die Transfor-
mation ein lokaler oder ein globaler Diffeomorphismus ist. Bestimmen Sie eine exakte E/A-
Linearisierung.
Losung:

Fiir das vorliegende System gilt

exp(x2)
Leh(x)=(0 0 1) exp(xz

th(x)Z(O 0 1) x1+x2 =X —
X1 —X2

exp(x2)
LeLeh(x)=(1 —1 0) exp x2)

Lih(x)=(1 -1 0) x1+x2 = —x— x5
X1 — X2
exp(x2)
LgL]%h(x):(—l —2x; 0) [ exp(x2) —(1+2x2)exp(x2).
0

D.h. das System hat einen relativen Grad von r = 3 wenn 1+ 2x; # 0 gilt. Damit ist die Trans-
formation in Byrnes-Isidori-Normalform festgelegt durch
z1 =h(x) =x3
7 = th(x) = X1 —X2
= L}h(x) = —x1—X3.

Es gilt
0 0 1
dt(gq)):det 1 -1 0] =-2x—1.
. 1 —2x 0

Damit ist die Jacobimatrix der Transformation inervierbar wenn 1+ 2x; # 0 gilt und damit ein
lokaler, aber kein globaler Diffeomorphismus.



Es gilt
23 = —2x(x1 +x35) — (14 2x2) exp(x2)us.
Wihlt man
_ =2x(x 4 43) 1
‘= (1+2x)exp(x2)  (142x2)exp(x2) ’
so erhilt man fiir 1 4+ 2x; # 0 die E/A-Linearisierung

010 0
z2=10 0 1])z+ 10|
000 1
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